Pivot de Gauss

Renaud Costadoat
Lycée Dorian




Systéme d’équations

Soit le systéme d’équations suivant :

Yo =4o,0-Xo +4o,1.X1 +d8p2.X2 + ... +80,n—1-Xn—1
Yi=aio-Xx1+ai 1. Xa+a2.x3+

«..+atin-1-Xn—1
Yn—1 =anp—1,0-X0 +an—1,1.-Xxy +@p-12.X2+... +@n—1,n—1-Xn—1

Ce systeme d’équations peut s’écrire sous la forme suivante: Y = A.X, avec:

Xo Yo 40,0 ap 1 ap 2 ao,n—1
X1 1 aio a1 a, .
X = LY = 4 JA= 1,2
Xn—1 Yn—1

al,n—1
an-1,0 an-11

an—1.2
A est donc inversible.

\

pogjan

an—1,n—1
Ces systemes sont dit de Cramer, c’est a dire qu’ils admettent une unique solution. La matrice
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Cas triangulaire

Cas triangulaire

Si la matrice A est triangulaire, la résolution du probléme est simple.

Ce systeme d’équations peut s'écrire sous la forme suivante: Y = A.X, avec:

a0 do1 Qo2 ap,n—1

0 a1 ap ai n—1

A= 0 0 ap apn-1
0 0 0 an—1,n—1

S . . - —1
La derniéere équation devient: y,—1 = @p—1.p—1-Xp—1, QINSI Xp—1 = Yo

. En remontant tout
le systeme I'ensemble des x; peuvent étre déterminés.

an—1,n—1
n—1
Yi— ¥ aijX
L . j=i+1
Ainsi, Vi € [0,n—2],x; = !
aj i
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Cas triangulaire

Cas triangulaire

Soit la matrice triangulaire A est le vecteur Y suivant:

2 5 3 6
A=| 0 1 2 |,y=| 4
0 0 4 9

Cela correspond au systéme d’équations suivant :

6= 2‘X0 +5‘X1 +3‘X2
4=1.x1+2.%2
9=4.x

Cela méne a la résolution suivante :

X =
X{ =

Xo =

\
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Cas triangulaire

Soit la matrice triangulaire A est le vecteur Y suivant

2 5 83 6
A= 0o 1 2 |, Y=
0 0 4 9
Cela correspond au systéme d’équations suivant :

6= 2‘X0 +5‘X1 +3‘X2
4=1.x1+2.%2

9=4.x
Cela méne a la résolution suivante :
Xo = 0.875
X{ = —0.5
Xo =2.25
DQB/\'YAN
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Cas triangulaire: Code Python

\
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Cas triangulaire

Cas triangulaire: Code Python

def triangle(A,b):

n =len (b)
x = [0 for i in range(n)]
x[n-1]

b[n-1]/A[n-1] [n-1]
for i in range(n-2,-1,-1):
s =0
for j in range(i+l,n):

s = s + A[i][§]1*x[]]

x[1] (b[i] - s)/ A[1][1]
return x
«0O0>» «F>r» «Z>» «E)» E A
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Cas triangulaire

Etape 1: Placer le pivot sur la premiére ligne

2 2 -3 4 2

. ' 2 -1 -8 2 -5
Soit la matrice A= Y =

4 4 5 16

1 5 3 2 11

1. Recherche de la plus grande valeur A[0],ax de la premiére colonne de la matrice: ici
Al2][0] = 6,

2. Inverser cette ligne et la premiére de la matrice et faire de méme pour le vecteur.

6 4 4 5 16
2 -1 -3 2 -5
A= Y=
2 2 -3 4 2
1 5 3 2 11
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Mise sous forme triangulaire

Etape 2: Mettre des 0 sur le reste de la premiéere colonne

5 16
-2 1 -3 2 -

Soit la matrice A= 8 Y = °
2 -3 4 2

1 5 3 2 11

Pour chaque ligne sauf la premiere

1. Calcul du coefficient x = A[][0]/A[0][0],

2. Calculer les nouveaux coefficients qui permettent d’annuler le premier:
AllKk] = Ali[K] — x * AljTK]

6 4 4 5 16

Ao _ 0.33
—3.33
8.33
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Mise sous forme triangulaire

Etape 2: Mettre des 0 sur le reste de la premiéere colonne

6 4 4 5 16

2 -1 -3 2 —
Soit la matrice A= 8 Y = °
2 -3 4 2

1 5 3 2 11

Pour chaque ligne sauf la premiere

1. Calcul du coefficient x = A[][0]/A[0][0],

2. Calculer les nouveaux coefficients qui permettent d’annuler le premier:
AllKk] = Ali[K] — x * AljTK]

6 4 4 5 16
Ao 0 033 —1.66 3.66 _ 0.33

0 066 —4.33 233 | —3.33

0 433 233 1.16 8.33
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Etape 3: Mettre des 0 sur le reste de la premiéere colonne

La procédure continue avec la matrice de dimension juste inférieure
0.33

—1.66 3.66 0.33

A= 0.66 —4.33 233 |[,Y= —3.33
433 233 1.16 8.33

Le résultat de I'étape de mise sous forme triangulaire est alors:
6 4 4 5 16
Ao v 8.33
—4.61
1.5
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Mise sous forme triangulaire

Etape 3: Mettre des 0 sur le reste de la premiéere colonne

La procédure continue avec la matrice de dimension juste inférieure

0.33 —1.66 3.66

0.33
A= 066 —4.33 233 |,Y= —3.33
433 233 1.16 8.33

Le résultat de I'étape de mise sous forme triangulaire est alors:

6 4 4 5 16
A | 0 438 233 e | 833
| o o 469 215 [ —4.61
0 0 0 2.73 1.5
«4O0>» «F»>» «E>» « > = Q>
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Mise sous forme triangulaire

Il ne reste plus qu’a utiliser la méthode décrite précédemment afin de déterminer le résultat.

0.642642642643
1.10810810811
1.23723723724
0.552552552553

Le résultat final pour ces valeurs est alors: X =

\
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Etude 1: Code Python

Recherche du pivot et permutation des lignes:

\
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Codage sous P!

Etude 1: Code Python

Recherche du pivot et permutation des lignes:

def recherche_pivot (3, j0):
n = len(A)
imax = j0
for i in range(j0+1, n):
if abs(A[i][j0]) > abs(A[imax][j0]):
imax = i

return imax

def permutation(A, i, j):
t = A[i]
Ali] = A[7]
A[]] = t
«0O0>» «F>r» «Z>» «E)» E A
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Etude 2: Code Python

Transvection:

\
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Codage sous Py

Etude 2: Code Python

Transvection:

def transvection(a,i, j, x)
# si vecteur
if type(A[0]) != list:

A[i] A[i] + x*A[]]
else:
n len(A[0])
for k in range(n):
A[i][k] = A[i][k] + x*A[]][k]
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Etude 3: Code Python

Résolution du systeme:

\
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Codage sous Py

Etude 3: Code Python

Résolution du systéme:

def resolution_systeme(A,Db):
n = len(A)

for i in range(n-1):
i0 = recherche_pivot (A,1)
permutation(A,1i,10)

permutation(b,1i,10)

for k in range(itl,n):
x = A[k] [1]/A[1] [1]
transvection (A, k,1i,-x)

transvection (b, k, 1, -x)

return triangle(A,Db)
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